Volné krouceni pruti - teorie

Zakladni vztahy

Diferencialni podminka rovnovahy pro namahani prutu kroucenim je

’

M, = —m,
kde
My je kroutici moment (vnitfni sila)
my je spojité momentové zatizeni kolem osy x

Pomeérny uhel zkrouceni (vzadjemné natoceni dvou prarezl na jednotku délky) je dan fyzikalni
podminkou

Gl;
kde
G je modul pruznosti ve smyku (materialova charakteristika)
It je moment setrvacnosti prifezu v krouceni (prarezova charakteristika)

Vztah mezi pomérnym thlem zkrouceni a pooto¢enim ¢y je ddn geometrickou podminkou

¢x = Oy

Integraci vztahu se ziska

¢x=f9xdx+6

Integracni konstantu C je mozné urcit z okrajové podminky a tou je zndmé pootoceni pro bod a.
Pomoci tohoto znamého posunu v bodé a je mozZno vyjadrit pootoceni v libovolném bodé b.

b bMt
¢b=¢a+f9xdx=¢a+f —dx
a a Glt

Pro veli¢iny M,, G a I, konstantni v jednotlivych ¢astech prutu, pfejde integral v sumacni vyjadreni



Kroutici moment zpUsobuje v prifezu smykové napéti. Jeho rozloZeni po prifezu je pomérné odlisné
pro rizné typy prurezd. Obecné Ize definovat maximalni smykové napéti na prirezu.

- Mx
Wi max

kde
W; je modul prifezu v krouceni (prdfezova charakteristika)
Prifezové charakteristiky pro tenkosténny uzavieny prarez

hi

;I

hi

=
g
=
I i
PR Ruu
| Q1
<« | —




Predpoklada se konstantni pribéh smykového napéti po tloustce stény a konstantni smykovy tok
tloustkou stény. Tzn., Ze v nejtenci sténé je nejvétsi napéti.

Moment setrvaénosti v krouceni je dan vztahem

2 2
- 445, _ 445,
t $ ds Zﬁ
t(s) t;
A plocha vymezena stfednicemi jednotlivych stén prirezu
hi délky jednotlivych stfednic stén prirezu
ti tloustky jednotlivych stfednic stén prifezu

Modul prirezu v krouceni je dan vztahem W, = 24, tnin



Priklad

Konzola je zatizena krouticim zatizenim dle obrazku.
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Prdfez nosniku je tenkosténny uzavrieny dle obrazku a je konstantni po celé délce nosniku.
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Modul pruznosti ve smyku je G = 80GPa a je konstantni po celé délce nosniku.

Urcete maximalni smykové napéti od volného krouceni na nosniku.

Vykreslete pribéh pootoceni ¢, po délce nosniku.

Reseni
a) Vypocet prirezovych charakteristik

Veli¢inu A;, ur¢ime jako plochu vymezenou stfednicemi jednotlivych stén prafezu

Ar =0,1.0,12.4 = 0,048 m?



. v sy . , y R ., v d v Ly. .
Integral po uzavrené kfivce jdouci po stfednici jednotlivych stén gﬁ% (bezrozmérna velic¢ina) ma ve
jmenovateli tloustku stén, ktera je funkci stfednice. Pokud je tato tloustka pro jednotlivé stény

, oy . . hj . sy . ) v .
konstantni, mGzeme ho nahradit sumou zlomkd t—‘ pro jednotlivé stény, kde h; je délka stény a t; je
13

tloustka stény. V nasem pripadé je celkova délka vodorovnych stén 2. 0,36 m a celkova délka svislych
stén 2. 0,2 m.

f ds —Zhi—20’36+2 0,2 12
t(s) Zut; 0,01 70,008

Pomoci modulu prirezu v krouceni W; uréujeme maximalni smykové napéti. To u uzavienych
prufez( nastava v misté minimalni tloustky. Proto se ve vzorci pro vyuZije pravé minimalni tloustka

W, = 2. Ag. tyin = 2.0,048.0,008 = 7,68.10* m3
Dosazenim pripravenych veli¢in ziskdme i moment setrvacnosti v krouceni

L 4A;  4.0,048°
t_gﬁﬁ_ 122
t(s)

b) Priabéh krouticich momenta

= 7,5541.10">m*

Spojité momentové napéti nahradime nahradnim bfemenem.
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Z momentové podminky k ose x uréime reakci M,,.

Ma+M2—M1=0

Z diferencialni podminky rovnovahy M',, = —m, plyne, Ze v Usecich, kde je m,, nulové, kroutici
moment je konstantni a v Usecich s konstantnim m, je kroutici moment linearni. K vykresleni
prabéh krouticich moment( ndm postaci hodnota v bodech a a d. Hodnota v bodé a odpovida
reakci M, hodnota M; odpovidd hodnoté momentu M;. Vzdalenost bodu e s nulovym krouticim
momentem od bodu b ndm pomdze urcit krajni hodnota useku M}, a hodnota spojitého zatizeni
v tomto useku m,,.

|M,| 0,66

—>> — 0,366
Xe = . T 18 m
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c) Vypocet extrémniho smykového napéti

Z prabéhu je zfejmé, ze extrémni hodnota krouticiho momentu je v Useku c-d M, ,,, = M. Vzhledem
ke konstantnimu modulu prdfezu v krouceni pro cely nosnik budeme hledat extrémni smykové
napéti v tomto useku.

Mpee — 1,5.103

Tmax Wt 7,68.10_4 ) 53.10 ,953 a

Extrémni hodnota smykového napéti je v Useku c-d na nosniku a ve sténach prirezu o tloustce
0,008 m tj. ve v jeho svislych ¢astech.

d) Pribéhy pootoceni po délce nosniku

Pro potoceni plati vztah

+fbM"d
op =@ x
b= Fal ), G,

V pfipadé usekd s konstantnimi veli¢inami M, , G a I; |ze integral nahradit sumou
M, ;L;
Gl It,i

kde L; jsou délky jednotlivych usekd.

Bod a je podepreny, ma tedy nulové pootoceni. Od néj budeme pokracovat ve vypoctu hodnot pro
dalsi body. V Useku a-b je kroutici moment konstantni, mGzeme tedy hodnotu v bodé b spoditat
nasledujicim zplsobem

MgLlap -0,66.10%.0,3

=0 = —3,2763. 1073
G.1I; 780, 10%.7,5541. 105

Pp = Qg +

V Useku b-c je funkce krouticiho momentu linearni. MliZzeme si ji vyjadrit jako funkci x s po¢atkem
v bodé b.

M(x) = (-0,66 + 1,8x). 103

A tuto funkci pouzijeme pro vypocet pootoceni v bodé c



Cc

M, L2 (-0,66 + 1,8x). 103
Oc = Qp +f dx = —3,2763.107° +f

dx = 5,0634. 107°
L G.1, , 80.10%.7,5541. 105"

V poslednim Useku c-d je funkce krouticiho momentu konstantni

ched _ ¢ 0634, 1075 4 — 2 10°.05
G.1, ' 80.109.7,5541. 10°5

Pc =g+ =17,47.10°5

Zbyva dopocditat extrém funkce pootoceni. Ten se nachazi v misté nulové derivace funkce pootoceni.
Derivaci funkce pootoceni je funkce kroutictho momentu. Extrém je tedy v bodé e. Vyuzijeme
hodnotu v bodé b a integrujeme v Useku b-e. Horni mez integralu je tentokrat vzdalenost nulového
bodu x,.

dx = —5,24. 107>

<M f0'366 (—0,66 + 1,8x). 103
0

X —_
= ——dx = —3,2763. 107°
Pe = @b +fb G, = T32763. 107 + 80.10%.7.5541. 10-5

PFi vykreslovani vychazime ze vztahu

TG,

D x

Tzn. V Gsecich s konstantnim krouticim momentem je pribéh pootoceni lineadrni a v Usecich
s linearnim krouticim momentem je pribéhem pootoceni kvadraticka parabola.
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